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براي این منظور از نرم افزار عددي آباکوس استفاده . مکانیکی می باشد -در این مقاله هدف بررسی رفتار ماده تابعی تحت بارگذاري حرارتی: چکیده

هاي کدبندي هاي مربوط به حرارتی و مکانیکی ماده تابعی در بدلیل اینکه این نرم افزار مستیما توانایی حل ماده تابعی را ندارد، فرمول. شده است

Umat  وUmatht  نسبت ، ارتجاعیدر این تحقیق اثرات گرادیان خواص مکانیکی از جمله مدول . اندشده وصلنوشته شده و به نرم افزار آباکوس

سی قرار گرفته پواسون و ضریب انبساط حرارتی و همچنین گرادیان خواص حرارتی از جمله ضریب انتقال حرارتی در رفتار تنش ماده تابعی مورد برر

به عنوان . استپذیرفتهدي موجود در مراجع انجام آمده از این تحقیق و نتایج تحلیلی و عداي بین نتایج بدستسنجی نتایج، مقایسهمنظور صحهبه. است

  شده استص مکانیکی و حرارتی در نظر گرفتهگرفته و اثرات گرادیان خوااري حرارتی بدقت مورد تحلیل قرارمساله نمونه، مساله ورق تحت بارگذ

 

  .سختی تخلخل، فشار، بدون زینترینگ ،مس-نیکل اي، لایه تابعی ماده :واژه هاي کلیدي

Numerical Solution of Thermo-elasticity problems in functionally 

graded materials  
A. Shaghaghi Moghaddam, Ass. Prof., the Faculty of Mech. Eng., TIAU 
S.  Karami, M.S. Student, Dept. of Applied Desgin, the Faculty of Mech. Eng., TIAU  

 
Abstract: The aim of this paper is the study of the behavior of functionally graded material (FGM), under 

thermal-mechanical loading. For that we use the ABAQUS software. Because the software cannot directly solve 

the FGM, the formulation of thermomehanical behavior FGM have done in Umatht and Umat routines and 

linked them to ABAQUS. In this study, the effects of the mechanical properties, such as; the modulas of 

elasticity, Possion ratio and the thermal elongation have been studied.  Also the thermal properties of FGM, such 

as; heat transfer coefficient have been studied. For the validation of results, the obtained results are compared 

with the results from some numerical and experimental works in literature have been done. As a case study, the 

problem of a plate under thermal loading has been analysed in which the gradient of thermal and mechanical 

properties have been considered. 
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 4 حل عددي مسائل ترموالاستیسیته در ماده تابعی

 

   مقدمه -1

مواد تابعی یک نوع از مواد ترکیبی با ویژگی تغییر تـدریجی  

از سطحی به سطح دیگر می باشـند ایـن مـواد توسـط محققـین      

براي طرح ریزي مواد عایق حرارتی پیشنهاد  1984ژاپنی در سال 

مواد تابعی به دلیل داشـتن مزیـت هـاي مختلـف از      .]1[شدند  

حرارتـی بهبـود    جمله توزیع بهتر تنش هاي باقیمانده ، خـواص 

پیـدا  یافته و چقرمگی بهتـر، کاربردهـاي مختلفـی را در صـنایع     

همگام با افزایش کاربردهـاي صـنعتی مـواد تـابعی      .]1[اند کرده

بررسی رفتار این مواد تحت شرایط مختلف حـائز اهمیـت مـی    

در این میان می توان به بررسی رفتار شکست ماده تـابعی،  . باشد

بررسی رفتار ماده تابعی تحـت بارگـذاري   توزیع تنش باقیمانده، 

در این راستا روش هاي تجربی، . مکانیکی و حرارتی اشاره نمود

  . تحلیلی و عددي توسط محققان استفاده می گردد

  

Asaro  وGu  ]2[.    بــا اســتفاده از زیـــرروالUmat  در

آباکوس ، مـواد تـابعی دوبعـدي را تحـت بارگـذاري مکـانیکی       

با استفاده از روش  ]3[ و همکارارن  Walters. مدلسازي کردند

انتگرال تعامل، ضریب شدت تنش در مـود اول در مـاده تـابعی    

آنها از نـرم  . تحت بارگذاري مکانیکی و حرارتی محاسبه نمودند

.  براي مدلسازي مـاده تـابعی اسـتفاده نمودنـد     Warp3Dافزار 

Alavi   ت رفتار ترموالاستیک یـک کـره تح ـ   ]4[ و همکارارن

آنهـا فـرض   . بارگذاري مکـانیکی و حرارتـی را بررسـی کردنـد    

نمودند که خـواص مکـانیکی و حرارتـی تـابعی از موقعیـت در      

و همکاران  تنش  ]Kursuna  ]5  .راستاي شعاع کره می باشد

هاي الاستیک یک دیسک متشکل از مواد تابعی که تحـت فشـار   

ودنـد کـه   آنها فـرض نم . یکنواخت قرار گرفته را بررسی کردند

مدول الاستیسیته و ضریب انبساط حرارتی به صورت یک تـابع  

  .نمایی تغییر کرده و نسبت پواسـون را ثابـت در نظـر گرفتنـد    

Amit   وKim  ]6[  توسط روش المان محدود ضرایب شدت

.  تنش را در ماده تابعی تحت بارگذاري حرارتی را بررسی کردند

Reddy  ]7[   و روش هـاي اجـزا    به بیان فرمول هـاي تئـوري

محدود و پاسخ هاي گـذرا تحـت بارگـذاري ترمومکانیکـال در     

مسئله  ]Zimmerman   ]8 و Lutz. مواد تابعی پرداخته است

حرارتی در ماده تابعی را که مدول الاسـتیک و ضـریب انبسـاط    

 .انـد حرارتی به صورت خطی تغییر مـی کننـد را بررسـی کـرده    

Eslami  به روش تحلیلـی بـه حـل معـادلات      ]9[ و همکاران

. حاکم بر مواد تابعی و به بررسی دما و تغییر مکان پرداختـه انـد  

Durodola  وAdlington   ]10[   ــاي ــاربرد روش ه ــه ک ب

عددي و شکل هاي مختلفی از گرادیان خواص مواد اشاره کرده 

شقاقی و قاجار نحوه مدلسازي عددي ماده تـابعی را تحـت   . اند

. را بررسـی نمودنـد   UELیکی توسط زیـرروال  بارگذاري مکان

براي بررسی رفتار ماده تابعی، معمولا براي ساده سازي روابط از 

 Shaghaghi. اثرات گرادیان نسبت پواسون صرفنظر می گـردد 

نشان دادنـد کـه اثـرات گرادیـان نسـبت      .]11-12[   و همکاران

هـا  آن. پواسون در بعضی شرایط غیر قابل صرفنظر کردن می باشد

ضــرایب شــدت تــنش را بــا در نظــر گــرفتن گرادیــان خــواص 

مکانیکی محاسبه نمودند و نشان دادند که اثرات گرادیان نسـبت  

  . پواسون بایستی در محاسبات لحاظ گردد

  

با توجه به پیشینه کارهایی که بیان گردید، نیـاز بـه بررسـی    

رفتار ماده تابعی تحت بارگذاري حرارتـی و مکـانیکی لازم مـی    

براي این منظور در این تحقیق سعی شده است که توسـط  . شدبا

بـا توجـه بـه    . نرم افزار عددي آباکوس ماده تابعی بررسی شـود 

اینکه این نرم افـزار بطـور مسـتقیم نمـی توانـد مـاده تـابعی را        

مدلسازي نماید بایستی از زیرروال هایی استفاده گردد تا گرادیان 

براي حـل مـاده تـابعی     .خواص حرارتی و مکانیکی لحاظ گردد

مکانیکی در ابتدا بایستی حل حرارتی  -تحت بارگذاري حرارتی

براي این منظـور  . انجام گیرد تا توزیع دما در قطعه محاسبه شود

فرمولبندي انتقال حرارت مربـوط بـه مـاده تـابعی در زیـرروال      

Umatht با در نظر گرفتن گرادیـان خـواص   . نوشته شده است
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. توزیع دما را براي ماده تابعی بدسـت آوریـم  حرارتی می توانیم 

پس از محاسبه توزیع دما، حال بایستی حـل اسـتاتیکی صـورت    

براي این منظور توزیـع دمـا   . پذیرد تا توزیع تنش محاسبه گردد

که از حل حرارتی بدست آمده بود به عنـوان ورودي بـه مسـاله    

عی در سپس فرمولبندي مربوط به رفتار ماده تاب. اعمال می گردد

توسط . نوشته شده و به آباکوس لینک می گردد Umatزیرروال 

ــدول     ــه م ــانیکی از جمل ــواص مک ــان خ ــرروال گرادی ــن زی ای

الاستیسیته، ضریب انبساط حرارتی و ضریب پواسون لحاظ مـی  

در این تحقیق اثرات گرادیان خواص مکانیکی و حرارتی . گردند

ي حالت خاصی برا. بصورت کامل مورد بررسی قرار گرفته است

که نسبت پواسون ثابت باشد نتایج محاسبات با نتایج موجود در 

سپس بعـد از صـحه سـنجی نتـایج،     . مقالات مقایسه شده است

بطور خاصتر اثرات گرادیان خواص مکانیکی و حرارتی بررسـی  

از نتایج محاسـبات ملاحظـه مـی گـردد کـه اثـرات       . شده است

همچنین اثرات گرادیان  گرادیان خواص حرارتی در توزیع دما و

  . خواص مکانیکی در توزیع تنش بسیار قابل توجه می باشد

  

در ادامه در ابتدا فرمول بندي مساله انتقال حـرارت در مـاده   

الاستیسـیته در مـاده   -سپس روابط ترمـو . تابعی بررسی می شود

الگوریتم حـل عـددي مـاده تـابعی توسـط      . تابعی بیان می گردد

سـپس یـک مسـاله ورق    . ی قرار مـی گـردد  آباکوس مورد ارزیاب

تحت بارگذاري حرارتـی بـا در نظـر گـرفتن گرادیـان خـواص       

  .مکانیکی و حرارتی مورد بررسی قرار می گیرد

  

  بنديلتئوري و فرمو -2

  یتابع ماده در داریپا حرارت انتقال -2-1

 تعادل رابطه حل از کیزوتروپیای تابع ماده در دما عیتوز

  :آید می بدست زیری حرارت

 )1(  . v

T
c

t






q+Q=  

 

 اپراتور. باشدی م دما T حرارت و جادیا منبع Q کهي بطور

 فوق رابطه در. دهدیم نشان را انیگراد q ی حرارت شار بردار

  :گردد می محاسبه رابطه فوریه از که باشد می

  

)2(      ˆˆ ˆ,
T T T

k T k i j k
x y z

   
   

   
q = - x q = - x  

  

 ماده ضریب انتقال حرارتی بوده که براي k(x) فوق،در رابطه 

که در  باشد می ذکر به لازم. باشد می مختصات از تابعی تابعی

 از تابعی مواد، خواص حرارتی و مکانیکی حالت کلی خواص

 شده گرفته نظر در دمایی محدوده اینکه بدلیل. باشد می نیز دما

خواص  که است شده فرض باشد، می کم تحقیق این در

بنابراین براي ماده تابعی . باشند دما از مستقل مکانیکی و حرارتی

  :رابطه فوریه بصورت زیر بیان می گردد

  

)3(  
  

     

k T

T T T
k k k

x x y y z z

  

         
      

         

.q = . - x

- x - x - x

  

  

  :باشدی م ریز بصورتی حرارتي بارگذاري  مرز طیشرا

  

)4(  
ˆ

ˆ
q

on

q on
   


  q.n=

  

  

  یتابع ماده در تهیسیترموالاست -2-2

 در کیزوتروپیای تابع ماده کی در کیترموالاستیی جابجا

  :گرددی م انیب ریزی تعادل رابطه از استفاده با استاتیک شبه حالت

  

)5(  .  σ+ b=0  

 تانسور. باشندی می حجمي روین b تنش و تانسور  کهي بطور
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 :گرددی م انیبا در نظر گرفتن بار حرارتی بصورت زیر ب تنش

 

)6(  
     

        

2

3 2

tr T  

   

   

 

σ x εI x ε x I

x x x x

  

 

 کرنش تنش بین رابطه تابعی ماده در خطی الاستیک حالت براي

  :گرددمی بیان زیر بصورت

  

)7(  
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ضریب  x((، ضرایب لامه )x( و )x(در روابط فوق 

 :ندکرنش کل در جسم می باش  انبساط حرارتی و 
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 رابطه ازی کل کرنش هاي کوچک، تانسوربا فرض تغییر شکل

  :گرددی م محاسبه ریز

 )9(   ε=Lu  

 شامل که باشدمی خطی اپراتور ماتریس L که بطوري

  :باشدمی مختصات به نسبت اول مشتقات

  

 )10(  

/ 0 0

0 / 0

0 0 /

0 / /

/ 0 /

/ / 0

x

y

z

z y

z x

y x

  
  
 

  
  

    
    
 
    

L

  

  

حرارتی، مکانیکی و کرنش کل بصورت رابطه بین کرنش 

  :زیر بیان می گردد

  

)11(                        

  

بیان می  زیر مکانیکی و حرارتی معاله محدود المان تقریب

  :شود

)12(                       
  

  

تانسور سفتی المان براي  Kو  Kکه در رابطه فوق 

  :بارگذاري مکانیکی و حرارتی می باشند

)13(                     
 

( )K B D X B

K B x I B

T

T

dV

K dV













  

  

  حل عددي مساله ترموالاستیسیته  3-1

غیـر  براي حل مساله ترموالاستیسته در مـاده تـابعی از حـل    

به این صـورت  . استفاده شده است )Uncoupled( جفت شده

که در ابتدا با در نظـر گـرفتن بـار حرارتـی و گرادیـان خـواص       

کـانتور دمـا در     .گیـرد صـورت مـی   حرارتی حل انتقال حرارت

جسم از حل انتقال حرارت بدست می آید که براي مـاده تـابعی   

علاوه بر هندسه و نـوع بارگـذاري، تـابعی از گرادیـان ضـریب      

سپس حل الاستیک براي مسـاله مـورد   . انتقال حرارتی می باشد

نظر انجام می گیرد به این صورت که کانتور دما به عنوان شرایط 

سـپس بـا لحـاظ کـردن گرادیـان      . گـردد  اولیه به قطعه وارد می

خواص مکانیکی از جمله مدول الاستیسـیته، نسـبت پواسـون و    

  . ضریب انبساط حرارتی، توزیع تنش در جسم بدست می آید

  

در این تحقیق براي حـل عـددي مسـاله ترموالاستیسـیته در     

نـرم افـزار   . ماده تابعی از نرم افزار آباکوس استفاده شـده اسـت  

آباکوس بصورت مستقیم توانایی در نظر گرفتن گرادیان خواص 

 

m th

th

ε ε ε

xij ijT  
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مکانیکی و حرارتی را نداشته و بایستی از زیر روال هاي مربوطه 

ي این منظـور از زیـر روال   برا. براي اعمال گرادیان استفاده شود

Umatht      براي حل مساله حرارتی بـا در نظـر گـرفتن گرادیـان

و براي حل الاستیسیته با در . خواص حرارتی استفاده شده است

 Umatنظــر گــرفتن گرادیــان خــواص مکــانیکی از زیــر روال  

نشـان داده   )1(فلوچارت حل مساله در شکل. استفاده شده است

 . شده است

 

ل نمودن قطعه و حل حرارتی آن،  براي اعمال بعد از مد  

گرادیان خواص حرارتی و لینک نمودن آن با فایل فرترن که 

 inpمی باشد بایستی در فایل  Umathtشامل زیرروال 

با حذف  inpبه همین منظور در فایل . تغییراتی اعمال گردد

*Conductivity  و جایگزینی آن با*user 

material,type=thermal هاي توان براي گرادیان می

مختلفی از ضریب انتقال حرارتی، توزیع دما را در ماده تابعی 

حال با اجراي مسئله استاتیکی و با اعمال توزیع . بدست آورد

دما ناشی از حل حرارتی به عنوان ورودي مسئله ، بایستی در 

آن نیز  جهت اعمال گرادیان خواص مکانیکی و لینک  inpفایل 

می باشد  Umatنمودن آن با با فایل فرترن که شامل زیرروال 

با  inpبه همین منظور در فایل . نیز تغییراتی صورت پذیرد

 user*حذف خواص مواد همگن و جایگزینی آن با 

material,type=mechanical  پس از اجراي آن در

، براي گرادیان هاي مختلفی از مدول الاستیسیتهتوان آباکوس می

ضریب پواسون و ضریب انبساط حرارتی، توزیع تنش را در ماده 

  .تابعی بدست آورد

 

  حل مسئله ورق -مطالعه موردي -4 

در این بخش از روش اجزا محدود براي بررسی یک ماده    

 .تابعی تحت بارهاي ترکیبی مکانیکی و حرارتی استفاده می کنیم

ابتدا براي بررسی دقت کار انجـام شـده ، مقایسـه اي بـین کـار      

سـپس بـه   . انجـام شـده اسـت    ]3[ حاضر و نتایج ارائه شده در 

بررسی اثرات گرادیان خوصا مکانیکی و حرارتی پرداختـه شـده   

  1/041 در این مسـاله یـک قطعـه مسـتطیلی بـا ابعـاد      . است

که تحت بارگذاري حرارتـی قـرار اسـت مـورد      )2(مطابق شکل

  . بررسی قرار خواهد گرفت

  

هـاي آن  بوده سپس دیـواره  oC 100 جسم در ابتدا در دماي

 و  T1    =5 گیرند به طوري کهرار میق T2 و  T1 تحت دماي 

50=   T2 . این مساله درنظر گرفته شـده اسـت کـه خـواص     در

  .مکانیکی و حرارتی به صورت نمایی تغییر نمایند
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ــ )کــه طوریهب )xE ــدول الاستیســیته )، م )x  ضــریب

)،انبساط حرارت )x )نسبت پواسون و   )xk   ضریب انتقـال

,حرارتی و  , ,   توزیع دمـا  . شاخص گرادیان می باشند

  : در قطعه مورد نظر از حل رابطه زیر بدست می آید

  

)15(    0- x
T

k
x x

  
 

  
  

  

حل رابطه فوق توزیع دما در قطعه مورد نظر بدسـت مـی   با 

  :آید
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بـه صـورت زیـر     Xروي محـور   yتوزیع تنش در جهـت  

  :  ]3[ محاسبه می گردد

  

)17(   
 

      02
1

1
yy

E x
Ax B x T x T  


      

  

  

براي صحه سنجی نتایج حالت خاص گرادیان کـه توسـط     

Walters  در نظر گرفته شده بود مورد بررسی  ]3[ و همکاران

 ، E2/E1=10 ،K2/K1=10بـراي گرادیـان   .  قـرار مـی گیـرد   

α2/α1=2    0.3و مدول نسبت پواسـون=     تـنش نرمـال شـده

و همچنین کانتور دما در شکل هاي زیر   Xعمودي روي محور 

 xتنش عمودي محاسبه شده روي محـور  . نشان داده شده است

بصورت   0 0 1 1 0, 1yy E T         بی بعـد مـی

ملاحظه می شود که نتـایج بدسـت آمـده از ایـن تحقیـق      . گردد

  . دارد ]3[  همپوشانی بسیار خوبی با نتایج

  

بعد از صحه گذاري نتایج بدست آمده از حل عددي   

حاضر با نتایج موجود در مقالات، حال بطور خاص اثرات 

. نماییمرا بررسی می ص مکانیکی  و حرارتیگرادیان خوا

که گفته شد در مراجع بخاطر ساده سازي حل مسائل، یهمانطور

از اثرات گرادیان نسبت پواسون صرفنظر شده بود که در این 

 .تحقیق اثرات آن نظر گرفته می شود

  

اثرات گرادیـان ضـریب انتقـال حرارتـی روي     ) 5(در شکل

به همین منظور نسبت . کانتور دما در جسم نشان داده شده است

در  K2/K1=10,5,1,0.2,0.1ضریب انتقال حرارتی بصـورت  

ملاحظه می گردد که هم مقدار و هم نـوع  . نظر گرفته شده است

 تغییر کانتور دما در جسم متاثر از گرادیان ضریب انتقال حرارتی

  .می باشد

حال با در نظر گرفتن توزیع دماي بدست آمده از حل مساله 

، مـی خـواهیم اثـرات     K2/K1=10حرارتی با در نظـر گـرفتن   

در . گرادیان خواص مکانیکی را در توزیع تنش محاسـبه نمـاییم  

اثرات گرادیان مدول الاستیسیته در توزیع تـنش نرمـال    )6(شکل

 2/1=0.3و  α2/α1=2ر براي این منظو. نشان داده شده است

همانطور که از شکل ملاحظه می گـردد  . در نظر گرفته شده اند 

تغییر توزیع تنش براي حالتی شیب گرادیان هـاي بیشـتر مـدول    

هر چقدر شیب گرادیان کمتـر باشـد   . الاسیتیسیته بیشتر می باشد

  .توزیع تنش یکنواخت تر می باشد

  

اثرات گرادیان نسبت پواسون در توزیـع تـنش    )7(در شکل

بــراي محاســبه تــنش نرمــال از  . نرمــال نشــان داده شــده اســت

 0 0 1 1 0 1/ , / 1yy E T     اســتفاده شــده اســت .

همانطور که ملاحظه می گردد اثـرات گرادیـان نسـبت پواسـون     

با افزایش شیب گرادیـان نسـبت پواسـون،    . قابل توجه می باشد

شده نیـز داراي تغییـرات بیشـتر در ورق مـی     توزیع تنش نرمال 

از این نمودار می توان ایـن اسـتنباط را داشـت کـه بـراي      . باشد

مدلسازي دقیتر ماده تابعی بایستی گرادیان نسبت پواسـون را در  

  .نظر گرفت

  

براي نشان دادن اثرات گرادیـان ضـریب انبسـاط حرارتـی،     

گرادیـان   .حل شده است K2/K1=10مساله حرارتی با گرادیان 

در  0.3و نسـبت پواسـون برابـر     E2/E1=10مدول الاسیتسیته 

حال براي گرادیان هاي مختلـف ضـریب   . نظر گرفته شده است

. انبساط حرارتی توزیع تنش نرمال در جسم بدست آمـده اسـت  

همـانطور کـه از شـکل    . نشان داده شده است) 8(نتایج در شکل

حرارتـی در توزیـع   ملاحظه می گردد گرادیان ضـریب انبسـاط   

به این صورت کـه بـا افـزایش    .تنش نرمال اثرات زیادي را  دارد

نبست گرادیان ضریب انبساط حرارتـی توزیـع تـنش نیـز داراي     

  .شیب بیشتر می باشد
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  نتیجه گیري -6

الاستیک ماده تابعی به روش المان - در این تحقیق رفتار ترمو

و گرادیان  محدود با در نظر گرفتن گرادیان خواص مکانیکی

به همین از نرم افزار آباکوس به . خواص حرارتی بررسی گردید

در ابتدا  . استفاده شد Umatو  Umathtهمراه زیرروال هاي 

با در نظر گرفتن گرادیان خواص حرارتی حل حرارتی انجام 

گرفته و با استفاده از توزیع دماي بدست آمده، حل 

ان خواص مکانیکی انجام ترموالاستیسیته با در نظر گرفتن گرادی

براي حالت خاص و با در نظر گرفتن نسبت پواسون . پذیرفت

ثابت، نتایج بدست آمده از این تحقیق براي توزیع دما و تنش 

ملاحظه . نرمال شده با نتایج موجود در مقالات مقایسه بعمل آمد

سپس . گردید که نتایج همپوشانی خوبی با نتایج مرجع دارند

خواص مکانیکی و حرارتی بطور جدا گانه  اثرات گرادیان

ملاحظه شده که گرادیان ضریب انتقال حرارتی . بررسی شدند

همچنین گرادیان . روي توزیع دما بسیار قابل توجه می باشد

خواص مکانیکی اثرات قابل توجهی روي توزیع تنش در جسم 

در این تحقیق همچنین اثرات گرادیان نسبت پواسون . دارند

ملاحظه گردید که اثرات گرادیان نبست پواسون . بررسی شد

  .قابل توجه می باشد

  

  فهرست علائم  -7 
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  ]3[ورق مستطیلی تحت بارگذاري حرارتی): 2(شکل

  

 

 
مقایسه نمودار توزیع تنش نرمال براي حالت :  )3(شکل  

E2/E1=10 ،K2/K1=10  ،  α2/α1=2   ، 0.3= 
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  E2/E1=10 ،K2/K1=10 ، α2/α1=2   ،0.3=مقایسه نمودار توزیع دما براي حالت :  )4( شکل

  

  

  

 
نمودار توزیع دما با در نظر گرفتن گرادیان ضریب انتقال حرارتی:  )5( شکل  
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  نمودار توزیع تنش با در نظر گرفتن گرادیان مدول الاستیسیته): 6(شکل

  

  

  

 
  نمودار توزیع تنش براي گرادیان هاي نسبت پواسون) : 7(شکل
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 نمودار توزیع تنش براي گرادیان هاي نسبت پواسون:  )8(شکل

  

  

  


